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　　摘　要 : 　本文把二进制、多进制沃尔什函数的复制生成理论推广到了混合进制情形 ,给出了混合进制广义沃尔

什函数的复制生成方法 ,并对复制生成方法进行了数学分析.它对信号的复制生成理论的深入研究有一定的理论价

值.
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Abstract :　A method is presented in this paper which extends the copy theory of Walsh function from binary and multi2system

to hybrid carry system. The copy theory of generalized Walsh function for hybrid carry system is first discussed in detail ,and then ana2
lyzed mathematically. It is of importance for deep research of signal copy theory.
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1　引言
　　复制理论是沃尔什函数、桥函数和广义桥函数的生成基

础.沃尔什函数早已被广大工程技术人员所熟悉 ,它的应用领

域涉及到通信、雷达 ,电视、图象处理、数据处理和模式识别等

诸多方面 ,特别是在当今 CDMA移动通信中得到了广泛的应

用.文献[1 ,2 ]详细地介绍了利用沃尔什函数的序号的二进制

码作为复制信息 ,而不需要借助任何其他数学工具即可将沃

尔什函数复制出来 ;利用奎斯特恩逊 (Chrestenson)函数的序号

的 P进制码作为复制信息 ,将奎斯特恩逊 (Chrestenson)函数复

制出来.并根据复制理论和复制信息码的特性 ,分别推导了 P

编号、H编号、W编号和 X编号的沃尔什函数和奎斯特恩逊

(Chrestenson)函数.文献[ 3 ]讨论了更一般的信号复制生成理

论及其应用.文献 [ 4 ]给出了混合进制广义沃尔什函数的定

义 ,我们将利用混合进制广义沃尔什函数的序号 ,用序号的混

合进制码作为复制信息 ,用广义平移复制方法把混合进制广

义沃尔什函数复制出来 ,并给出了复制方法的数学分析.它对

信号的复制生成及对序列码的深入研究有一定的理论价值.

2　混合进制广义沃尔什函数的定义

　　设 N0 , N1 , ⋯, Nm - 1 , ⋯,是给定的整数序列 ,其中 Ni > 1 ,

i = 0 ,1 ,2 , ⋯, m - 1 , ⋯.那么前 N = N0 N1 N2 ⋯Nm - 1个混合

( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制广义沃尔什函数的定义为 :

MWk ( t) = exp{ j2π∑
m - 1

s =0

nsts/ Ns}

其中

k = 0 ,1 ,2 , ⋯, N - 1. ns , ts ∈{0 ,1 , ⋯, Ns - 1} , t∈[0 ,1) ,

t = ∑
∞

s =0

ts (∏
s

i =0

Ni)
- 1 , k = ∑

∞

s =0

ns (∏
s - 1

i =0

Ni) ,并规定∏
- 1

i =0

Ni = 1.

若记 ωs = ej2π/ N
s , s = 0 , 1 , 2 , ⋯, m - 1 ,则 MWk ( t ) =

∏
m - 1

s =0

ωn
s
t
ss .

前 N个混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制广义沃尔

什函数是定义在区间[0 ,1)上的多复值函数 ,但它只取有限个

不同的值.如果整数 N0 , N1 , N2 , ⋯, Nm - 1的最小公倍数为 M ,

则前 N个混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制广义沃尔什

函数将取 M个不同的复数值 ,且在区间 [
l

N
,

l + 1
N

) ( l = 0 , 1 ,

2 , ⋯, N - 1)上恒取定值.

3　混合进制广义沃尔什函数的复制生成

　　对于前 N = N0 N1 N2 ⋯Nm - 1个混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 ,

N1 , N0)进制自然码排序的混合进制广义沃尔什函数 MWk

( k) ,利用序号 k 的混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制自

然码 ( nm - 1 , nm - 2 , ⋯, n2 , n1 , n0)作为复制信息 ,用广义平移
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复制方法把混合进制广义沃尔什函数 MWk ( t)复制出来 ,复

制步骤如下 :

(1)写出序号 k的 m位混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制

自然码 k = ( nm - 1 , nm - 2 , ⋯, n2 , n1 , n0) ,即 k = ∑
m - 1

s =0

ns (∏
s - 1

i =0

Ni )

并规定∏
- 1

i =0

Ni = 1

(2)以序号 k的 m位混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制自

然码为复制信息 ,进行 m个周期的复制过程 :

第一个周期 :

初始序列为 1 ,先对其进行 Nm - 1 - 1次平移复制 , nm - 1为

第一次复制信息.若 nm - 1 = j ( j = 0 , 1 , 2 , ⋯, Nm - 1 - 1) ,那么

第 l次平移复制的乘因子为 (ωj
m - 1) l , l = 1 ,2 , ⋯, Nm - 1 - 1.平

移后得到 Nm - 1 - 1个元素 ,连同 1本身平移后共有 Nm - 1个元

素. 此时函数值序列为 1 　ωj
m - 1 　 (ωj

m - 1 ) 2 　 ⋯ 　

(ωj
m - 1) N

m - 1
- 1　记为χ1

第 i个周期 :

对序列χi - 1进行 Nm - i - 1次平移复制 ,以 nm - i为复制信

息 ,若 nm - i = j , ( j = 0 ,1 ,2 , ⋯, Nm - i - 1) ,那么第 l 次平移复

制的乘因子为 (ωj
m - i )

l , l = 1 , 2 , ⋯, Nm - i - 1 ,平移后连同

χi - 1本身共有 Nm - 1 Nm - 2⋯Nm - i个元素.此时函数值序列为

χi - 1　ωj
m - i 　χi - 1 　(ωj

m - i )
2χi - 1 　⋯　(ωj

m - i )
N

m - i
- 1χi - 1 ,

记为χi

完成 m个周期的平移复制过程后 ,所得到的序列χm 就

是混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0 )进制广义沃尔什函数

MWk ( t)在自变量 t从 0至 1连续取值时 ,相应函数 MWk ( t)

在长度为 1/ N的小区间上依次得到的函数值组成的序列.

4　复制方法的数学分析

　　先对自变量 t进行分析 , t∈[0 ,1) , ( t0 t1 t2⋯tm - 1⋯)是小

数 t的无穷维混合 ( ⋯Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)进制自然

码表示 ,则有

引理 1　若将区间[0 ,1)等分成 N = N0 N1 N2 ⋯Nm - 1个小

区间[
i

N
,

i + 1
N

) , i = 0 ,1 ,2 , ⋯, N - 1 ,则当 t ∈[
i

N
,

i + 1
N

)时 ,

( t0 t1 t2⋯tm - 1)恰好是整数 i的混合 ( N0 , N1 , N2 , ⋯, Nm - 1)进

制自然码.

证明　区间[0 ,
1

N0 N1 ⋯Nm - 2
) = [0 ,

1
N

) ∪[
1
N

,
2
N

) ∪⋯

∪[
Nm - 1 - 1

N
,

Nm - 1

N
) ,当 t以跨度 1

N
从 0向 1

N0 N1⋯Nm - 2
变化

时 ,即 t从第 0个小区间向第 Nm - 1个小区间依次取值时 , t的

码 t0 = t1 = ⋯= tm - 2 = 0 ,而 tm - 1依次从 0取到 Nm - 1 - 1 ,即当

t∈[
i

N
,

i + 1
N

)时 , ( t0 t1 t2 ⋯tm - 1)恰好是整数 i 的混合 ( N0 ,

N1 , N2 , ⋯, Nm - 1)进制自然码 ,0 Φ i Φ Nm - 1 - 1.

当 t属于第 Nm - 1到第 Nm - 1 Nm - 2 - 1个小区间时 ,

∪
N

m - 1 N
m - 2 - 1

i = N
m - 1

[
i

N
,

i + 1
N

) = [
1

N0 N1⋯Nm - 2
,

1
N0 N1 ⋯Nm - 3

)

= ∪
N

m - 2 - 1

j = 1
[

j
N0 N1 ⋯Nm - 2

,
j + 1

N0 N1⋯Nm - 2
)

t以跨度 1
N
从 [

1
N0 N1 ⋯Nm - 2

向 2
N0 N1⋯Nm - 2

)变化时 , t0

= t1 = ⋯= tm - 3 = 0 , tm - 2 = 1 , tm - 1 ,依次从 0取到 Nm - 1 - 1.

t以跨度 1
N
从 s

N0 N1⋯Nm - 2
向 s + 1

N0 N1 ⋯Nm - 2
(2 Φ s Φ Nm - 2

- 1)变化时 , t0 = t1 = ⋯tm - 3 = 0 , tm - 2 = s , tm - 1依次从 0取到

Nm - 1 - 1.

因此 ,当 t∈[
i

N
,

i + 1
N

)时 , ( t0 t1 t2 ⋯tm - 1 )恰好是整数 i

的混合 ( N0 , N1 , N2 , ⋯, Nm - 1 )进制自然码 ,其中 Nm - 1 Φ i Φ
Nm - 1 Nm - 2 - 1.

一般地 ,当 t 在 [
1

N0 N1⋯Nm - k
,

1
N0 N1 ⋯Nm - k - 1

)内依次

变化 ,即 t从第 Nm - 1⋯Nm - k个区间到第 Nm - 1 ⋯Nm - kNm - k - 1

个区间依次取值时 , t0 = t1 = ⋯tm - k - 2 = 0 , tm - k - 1依次从 1取

到 Nm - k - 1 - 1 ; ts重复地依次从 0取到 Ns - 1 ,其中 m - k Φ s

Φ m - 1.

综上所述 ,当 t ∈[
i

N
,

i + 1
N

) 时 , i = 0 , 1 , 2 , ⋯, N - 1 ,

( t0 t1 t2⋯tm - 1)恰好是整数 i的混合 ( N0 , N1 , N2 , ⋯, Nm - 1)进

制自然码.证毕.

定理 1　对序号为 k的混合 ( Nm - 1 , Nm - 2 , ⋯, N2 , N1 , N0)

进制广义沃尔什函数 MWk ( t)进行序列复制时 ,第个周期的

平移复制区间是[
1

N0 N1⋯Nm - i
,

Nm - i

N0 N1 ⋯Nm - i
) ,在此区间上对

序列χi - 1进行 Nm - i - 1次平移复制 ,以 nm - i为复制信息 ,若

nm - i = j , ( j = 0 ,1 ,2 , ⋯, Nm - i - 1) ,那么第 l 次平移复制的乘

因子为 (ωj
m - i)

l , l = 1 ,2 , ⋯, Nm - i - 1 ,平移后连同χi - 1本身 ,

在区间[0 ,
Nm - i

N0 N1⋯Nm - i
)上函数值序列为χi - 1 　ωj

m - iχi - 1 　

(ωj
m - i)

2χi - 1　⋯　(ωj
m - i )

N
m - i

- 1χi - 1 ,记为χi ,共有 Nm - 1

Nm - 2⋯Nm - i个元素.

证明　将区间[0 ,1)等分成 N = N0 N1 N2⋯Nm - 1个小区间

Is = [
s
N

,
s + 1

N
) , s = 0 ,1 ,2 , ⋯, N - 1.

(1 ) 当 i = 1 时 , 第 1 个周期的平移复制区间是

[
1

N0 N1⋯Nm - 1
,

Nm - 1

N0 N1 ⋯Nm - 1
) = ∪

N
m - 1 - 1

s = 1
Is ,当 t 在该区间依次

变化时 ,由引理 1知 , t0 = t1 = ⋯= tm - 2 = 0 ,而 tm - 1依次从 1

取到 Nm - 1 - 1 ,相应地 , MWk ( k) = ∏
m - 1

s =0

ωn
s
t
ss =ω

n
m - 1 t

m - 1
m - 1 　=ω

jt
m - 1

m - 1

的值依次取为ωj
m - 1 　(ωj

m - 1) 2 　⋯　(ωj
m - 1) N

m - 1
- 1 ,这相当

于对 1 进行了 Nm - 1 - 1 次平移 ,第 l 次平移的乘因子为

(ωj
m - 1) l , l = 1 ,2 , ⋯, Nm - 1 - 1.平移后连同 1本身 ,在区间[0 ,

Nm - 1

N0 N1 ⋯Nm - 1
)上函数值序列为 1 　ωj

m - 1 　(ωj
m - 1 ) 2 　⋯　

(ωj
m - 1) N

m - 1
- 1 ,记为χ1 ,共有 Nm - 1个元素.

(2 ) 当 i = 2 时 , 第 2 个周期的平移复制区间是

[
1

N0 N1⋯Nm - 2
,

Nm - 2

N0 N1 ⋯Nm - 2
) = ∪

N
m - 1

N
m - 2

- 1

i = N
m - 1

Ii ,当 t在该区间依
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次变化时 ,由引理 1知 ,

t从区间 IN
m - 1
到 I2 N

m - 1
- 1区间变化时 , t0 = t1 = ⋯tm - 3 =

0 , tm - 2 = 1 , tm - 1依次从 0 取到 Nm - 1 - 1. MWk ( t ) = ∏
m- 1

s =0

ω
n
s
t
s

s

=ω
n
m - 2 t

m - 1
m - 2 ω

n
m - 2 t

m - 1
m - 1 =ω

n
m - 2

m - 2 ω
n
m - 1 t

m - 1
m - 1 的值依次取为

ω
n
m - 2

m - 2 ω
n
m - 1

m - 1 　ω
n
m - 2

m - 2 ω
2 n

m - 1
m - 1 　⋯　ω

n
m - 2

m - 2 ω
( N

m - 1 - 1) n
m - 1

m - 1

这恰好是第一次平移所得的序列ω
n
m - 2

m - 2 χ1 .

t从区间 IIN
m - 1
到区间 I ( l + 1) N

m - 1
- 1变化时 , t0 = t1 = ⋯

tm - 3 = 0 , tm - 2 = l , tm - 1依次从 0 取到 Nm - 1 - 1. MWk ( t ) =

∏
m - 1

s =0

ωn
s
t
ss =ω

n
m - 2 t

m - 2
m - 2 ω

n
m - 1 t

m - 1
m - 1 = (ω

n
m - 2

m - 2 ) lω
n
m - 1 t

m - 1
m - 1 的值依次取

为

(ω
n
m - 2

m - 2 ) lω
n
m - 1

m - 1 　(ω
n
m - 2

m - 2 ) lω
2 n

m - 1
m - 1 　⋯　(ω

n
m - 2

m - 2 ) lω
( N

m - 1
- 1) n

m - 1
m - 1

这恰好是第 l次平移所得的序列 (ω
n
m - 2

m - 2 ) lχ1 , l = 2 , ⋯, Nm - 2

- 1.

第 2个周期的平移复制完成后 ,连同χ1本身 ,在区间[0 ,

Nm - 2

N0 N1⋯Nm - 2
)上函数值序列为χ1 　ωj

m - 2χ1　(ωj
m - 2) 2χ1　⋯

　(ωj
m - 2) N

m - 2
- 1χ1 (其中 j = nm - 2) ,记为χ2 ,共有 Nm - 2 Nm - 1

个元素.

(3) 第 i 个周期的平移复制区间是 [
1

N0 N1⋯Nm - i
,

Nm - i

N0 N1⋯Nm - i
) = ∪

N
m - i

- 1

P = 1
[

p
N0 N1⋯Nm - i

,
p + 1

N0 N1⋯Nm - i
)

当 t在该区间依次变化时 ,由引理 1知 , t0 = t1 = ⋯tm - i - 1 =

0 , tm - i 依次从 1 取到 Nm - i - 1 , 并且当 t 在区间 [ 0 ,

p
N0 N1⋯Nm - i

,
p + 1

N0 N1 ⋯Nm - i
)上依次变化时 , t0 = t1 = ⋯tm - i - 1

= 0 , tm - i = p , ( tm - i + 1 tm - i + 2 ⋯ tm - 1 ) 的取值与 t 在 [ 0 ,

1
N0 N1⋯Nm - 1

)上依次变化时 ( tm - i + 1 tm - i + 2 ⋯tm - 1)的取值相

同.因此当 t在区间[
p

N0 N1 ⋯Nm - i
,

p + 1
N0 N1⋯Nm - i

)上依次变化

时 , MWk ( t) = ∏
m - 1

s =0

ωn
s
t
ss = (ω

n
m - i

m - i ) p ∏
m - 1

s = m - i+1

ωn
s
t
ss 依次取值为序列

(ω
n
m - i

m - i ) pχi - 1 ,这恰好是以 nm - i为复制信息 ,对χi - 1进行第 p

次平移所得的序列. 因此 , 当 t 在区间 [
1

N0 N1⋯Nm - i
,

Nm - i

N0 N1⋯Nm - i
)上依次变化时 , MWk ( t) = ∏

m- 1

s =0

ωn
s
t
ss 依次取值为

序列 (ω
n
m - i

m - i ) 1χi - 1 　 (ω
n
m - i

m - i ) 2χi - 1 　⋯　(ω
n
m - i

m - i ) N
m - i

- 1

χi - 1 ,这恰好是以 nm - i为复制信息 ,对χi - 1进行 Nm - i - 1次

平移所得的序列.连同χi - 1本身 ,在区间 [0 ,
Nm - i

N0 N1 ⋯Nm - i
)上

函数值序列为 χi - 1 　ω
j
m - iχi - 1 　 (ωj

m - i ) 2χi - 1 　⋯　

(ωj
m - i)

N
m - i

- 1χi - 1 (其中 j = nm - i ) ,记为χi ,共有 Nm - 1 Nm - 2

⋯Nm - i个元素.证毕.

桥函数与复制理论在通信、信息传输、信号处理等领域有

很好的应用前景 ,桥函数与复制理论的应用研究仍在进一步

研究之中 ,已有不少成果 ,见文献[5 ].我们相信对桥函数与复

制理论的深入研究 ,一定会取得更大的成果.
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